
M.Sc. Previous Year
Mathematics

MM-04

COMPLEX ANALYSIS

MADHYA PRADESH BHOJ (OPEN) UNIVERSITY - BHOPAL



COURSE WRITERS

Dr Bikas Chandra Bhui, Prof Dipak Chatterjee
Units (1.0-1.2.1, 1.3-1.3.1, 1.3.2, 1.3.3-1.3.4, 1.3.6, 1.4, 1.5-1.10, 2.3-2.8, 3.0-3.2, 3.3-3.8, 4.5)

K A Lakshminarayanan, K Megalai, P Geetha and D Jayanthi
Units (1.2.2, 1.3.5, 1.4.1-1.4.3, 2.0-2.2)

r & Head Department of Mathematics, Post Graduate College, Ghazipur (U.P.)

Units: (1.3.2, 1.5, 1.6.2, 3.10.1, 3.11.2)

Vikas® is the registered trademark of Vikas® Publishing House Pvt. Ltd.

VIKAS® PUBLISHING HOUSE PVT. LTD.
E-28, Sector-8, Noida - 201301 (UP)
Phone: 0120-4078900 � Fax: 0120-4078999
Regd. Office: A-27, 2nd Floor, Mohan Co-operative Industrial Estate, New Delhi 1100 44
� Website: www.vikaspublishing.com � Email: helpline@vikaspublishing.com

All rights reserved. No part of this publication which is material protected by this copyright notice
may be reproduced or transmitted or utilized or stored in any form or by any means now known or
hereinafter invented, electronic, digital or mechanical, including photocopying, scanning, recording
or by any information storage or retrieval system, without prior  written permission from the Registrar,
Madhya Pradesh Bhoj (Open) University, Bhopal.

Information contained in this book has been published by VIKAS®   Publishing House Pvt. Ltd. and has
been obtained by its Authors from sources believed to be reliable and are correct to the best of their
knowledge. However, the Madhya Pradesh Bhoj (Open) University, Bhopal, Publisher and its Authors
shall in no event be liable for any errors, omissions or damages arising out of use of this information
and specifically disclaim any implied warranties or merchantability or fitness for any particular use.

Copyright © Reserved, Madhya Pradesh Bhoj (Open) University, Bhopal

Published by Registrar, MP Bhoj (Open) University, Bhopal in 2020

Advisory  Committee
1. Dr Jayant Sonwalkar

Hon'ble Vice Chancellor

Madhya Pradesh Bhoj (Open) University,

Bhopal

2. Dr L.S.Solanki

Registrar

Madhya Pradesh Bhoj (Open) University,

Bhopal

3. Dr   Neelam Wasnik

Director Printing

Madhya Pradesh Bhoj (Open) University,

Bhopal

Reviewer Committee
1. Dr Piyush Bhatnagar

Professor

Govt MLB College, Bhopal

2. Dr Anil Rajput

Professor

Govt  C.S.Azad (PG) College, Sehore

3. Dr Rajkumar Bhimte

Professor

Govt College Vidisha, MP

4. Dr Piyush Bhatnagar

Professor

Govt MLB College Bhopal

5. Dr Anil Rajput

Professor

Govt C.S.Azad (PG) College, Sehore

6. Dr Rajkumar Bhimte

Professor

Govt College, Vidisha MP



SYLLABI-BOOK MAPPING TABLE
Complex Analysis

UNIT - I:
Complex Integration, Cauchy-Goursat Theorem, Cauchy's Integral

Formula, Higher Order Derivatives, Morera's Theorem, Cauchy's

Inequality and Liouville's Theorem, The Fundamental Theorem of

Algebra, Taylor's Theorem, Maximum Modules Principle, Schwarz

Lemma, Laurent's Series, Isolated Singularities, Meromorphic Functions,

The Argument Principle, Rouche's Theorem, Inverse Function Theorem.

UNIT - II:
Residues, Cauchy's Residue Theorem, Evaluation of Integrals, Branches

of Many Valued Functions with Special Reference to arg z, log z, z�.

UNIT - III:
Bilinear Transformations, Their Properties and Classifications, Definitions

and Examples of Conformal Mappings.

Space of Analytic Functions, Hurwitz's Theorem, Montel's Theorem,

Riemann Mapping Theorem.

UNIT - IV:
Weierstrass Factorization Theorem, Gamma Function and Its Properties,

Riemann Zeta Function, Riemann's Functional Equation, Runge's

Theorem, Mittag-Leffler's Theorem, Analytic Continuation, Uniqueness

of Direct Analytic Continuation, Uniqueness of Analytic Continuation

Along a Curve, Power Series Method of Analytic Continuation, Schwarz

Reflection Principle, Monodromy Theorem and Its Consequences,

Harmonic Function on a Disk, Harnack's Inequality and Theorem,

Dirichlet Problem, Green's Functions.

UNIT - V:
Canonical Products, Jensen's Formula, Poisson-Jensen Formula,

Hadamard's Three Circle Theorem, Order of an Entire Function, Exponent

of Convergence, Borel's Theorem, Hadamard's Factorization Theorem.

The Range of an Analytic Function, Bloch's Theorem, The Little Picard

Theorem, Schottky's Theorem, Montel Caratheodory and the Great Picard

Theorem.

Univalent Functions, Bieberbach's Conjecture (Statement Only) and the

1/4 Theorem.

Syllabi Mapping in Book

Unit-1: Complex Integration
(Pages 3–58)

Unit-2: Residues
(Pages 59–96)

Unit-3: Bilinear Transformations
(Pages 97–136)

Unit-4: Weierstrass Factorisation

Theorem, Analytic Continuation,

Inequality Theorem and

Functions

(Pages 137–190)

Unit-5: Canonical Products,

Functions and Theorems
(Pages 191–240)





CONTENTS

INTRODUCTION 1

UNIT 1 COMPLEX INTEGRATION 3–58
1.0 Introduction

1.1 Objectives

1.2 Complex Integration

1.2.1 Cauchy-Goursat Theorem

1.2.2 Cauchy's Integral Formula

1.3 Higher Order Derivatives

1.3.1 Morera's Theorem

1.3.2 Cauchy's Inequality

1.3.3 Liouville's Theorem

1.3.4 The Fundamental Theorem of Algebra

1.3.5 Taylor’s Theorem

1.3.6 Maximum Modulus Principle

1.4 Schwarz Lemma

1.4.1 Laurent's Series

1.4.2 Isolated Singularities

1.4.3 Meromorphic Functions

1.5 The Argument Principle

1.5.1 Rouche's Theorem

1.5.2 Inverse Function Theorem

1.6 Answers to ‘Check Your Progress’

1.7 Summary

1.8 Key Terms

1.9 Self-Assessment Questions and Exercises

1.10 Further Reading

UNIT 2 RESIDUES 59–96
2.0 Introduction

2.1 Objectives

2.2 Residues

2.2.1 Cauchy's Residue Theorem

2.2.2 Evaluation of Integrals

2.3 Branches of Many Valued Functions

2.4 Answers to ‘Check Your Progress’

2.5 Summary

2.6 Key Terms

2.7 Self-Assessment Questions and Exercises

2.8 Further Reading



UNIT 3 BILINEAR TRANSFORMATIONS 97–136
3.0 Introduction

3.1 Objectives

3.2 Bilinear Transformations

3.2.1 Conformal Mappings

3.3 Spaces of Analytic Functions

3.3.1 Montel’s Theorem

3.3.2 Hurwitz’s Theorem

3.3.3 The Riemann Theorem

3.3.4 Riemann Mapping Theorem

3.4 Answers to ‘Check Your Progress’

3.5 Summary

3.6 Key Terms

3.7 Self-Assessment Questions and Exercises

3.8 Further Reading

UNIT 4 WEIERSTRASS FACTORISATION THEOREM, ANALYTIC
CONTINUATION, INEQUALITY THEOREM AND FUNCTIONS 137–190

4.0 Introduction

4.1 Objectives

4.2 Weierstrass Factorisation Theorem

4.2.1 Gamma Function and Its Properties

4.2.2 Riemann Zeta Function

4.2.3 Riemann's Functional Equation

4.2.4 Runge's Theorem

4.2.5 Mittag-Leffler's Theorem

4.3 Analytic Continuation

4.3.1 Power Series Method of Analytic Continuation

4.3.2 Schwarz Reflection Principle

4.3.3 Monodromy Theorem and Its Consequences

4.3.4 Harmonic Functions on a Unit Disk

4.4 Harnack's Inequality Theorem

4.4.1 Dirichlet Problem

4.4.2 Green's Function

4.5 Answers to ‘Check Your Progress’

4.6 Summary

4.7 Key Terms

4.8 Self-Assessment Questions and Exercises

4.9 Further Reading



UNIT 5 CANONICAL PRODUCTS, FUNCTIONS AND THEOREMS 191–240
5.0 Introduction

5.1 Objectives

5.2 Canonical Products

5.2.1 Hadamard’s Three Circles Theorem

5.2.2 Jensen’s Formula

5.2.3 Canonical Products

5.2.4 Poisson-Jensen Formula

5.3 Order of an Entire Function

5.3.1 Exponent of Convergence

5.3.2 Borel’s Theorem

5.4 The Range of an Analytic Function

5.4.1 The Little Picard Theorem

5.4.2 Great Picard Theorem

5.4.3 Bloch’s Theorem

5.4.4 Montel Caratheodory Theorem

5.4.5 Montel Caratheodory Theorem

5.5 Univalent Functions

5.5.1 Bieberbach’s Conjecture

5.5.2 Koebe’s One Quarter (1/4) Theorem

5.6 Answers to ‘Check Your Progress’

5.7 Summary

5.8 Key Terms

5.9 Self-Assessment Questions and Exercises

5.10 Further Reading





NOTES

Self - Learning
Material 1

Introduction

INTRODUCTION

Complex analysis, also known as the theory of functions of a complex variable, is

the branch of mathematical analysis that studies complex numbers along with their

derivatives, manipulation and other properties. A complex number is a number

consisting of a real part and an imaginary part. Complex numbers extend the idea

of the one-dimensional number line to the two-dimensional complex plane by

using the number line for the real part and adding a vertical axis to plot the imaginary

part. In this way the complex numbers contain the ordinary real numbers while

extending them in order to solve problems that would be impossible with only real

numbers. Complex analysis finds applications in number theory, applied

mathematics, hydrodynamics, thermodynamics and electrical engineering.

Complex analysis is widely applicable to two-dimensional problems in physics

because the separate real and imaginary parts of any analytic function must satisfy

Laplace's equation.

A complex function is one in which the independent variable and the

dependent variable are both complex numbers. More precisely, a complex function

is a function whose domain and range are subsets of the complex plane. Complex

analysis is mainly concerned with the analytic functions of complex variables.

Analytic functions are those which can be locally represented by power series.

One of the important facts about the class of analytic functions is that it includes

majority of the functions which are encountered in the principal problems of

mathematics and its applications to science and technology.

This book is divided into five units which explains complex integration,

Cauchy integral formula, Liouville's theorem, Taylor's theorem, Schwarz lemma,

Laurent's series, Rouche's theorem, zeros, poles, residues, Cauchy's residue

theorem, bilinear transformation, conformal mappings, Hurwitz's theorem, Riemann

mapping theorem, Weierstrass and factorization theorem, gamma function, Riemann

zeta function, Riemann functional equations, Runge's theorem, Schwarz reflection

principle, Dirichlet problem, Green's functions, canonical products, Jensen's

formula, Poisson-Jensen formula, Borel's theorem, Hadamard's factorization

theorem, range of an entire function, Bloch's theorem, Picard's theorem, Schottky's

theorem and univalent functions. The book follows the self-instruction mode or

the SIM format where in each unit begins with an 'Introduction' to the topic followed

by an outline of the 'Objectives'. The content is presented in a simple and structured

form interspersed with Answers to 'Check Your Progress' for better understanding.

A list of 'Summary' along with a 'Key Terms' and a set of 'Self-Assessment

Questions and Exercises' is provided at the end of each unit for effective

recapitulation.
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Fig. 1.1 Connected Regions

Extension of Cauchy's Theorem to Multi-Connected Region
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��
���C
�
	�C

�
	�C

�
�	���	�Cn�(�����������

 ������  ��
������ �� ���� �������C	� 
��� f� �z�� (�� 
�� 
�
�8�� � ��� ����� ��� ���
�������(������������� ��
���
��� �������������C	�����

� �

C

f z dz� ��

� � �

� � � � � � ��� � �

nC C C C
f z dz f z dz f z dz f z dz� � � �� � � �

������������
��
�����Ci��i����	��	����	�n������
;����������
���A �� ;��������� �����

Proof: ?�8��������� �'���������(��;�

Extension of Cauchy’s Integral Theorem
C�� f �z�� ��� 
�
�8�� � ������� 
��� ��� 
������'�8�  ���� ���� ������������� �����

(����
�8����C�
���������(����
�����
���C
�
	�C

�
	����	�Cn�����

� �

� � � � � � ���� � � 	

nC C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz� � � �� � � � �������
�������������
���
��

�
;�����������
���������

6�''������
��f �z�����
�
�8�� �������������'�8A ���� �����������R��� �����

(��������������� ������ ��
���C�
���C
�
��3������ 
�� ��
�������������'�8A

 ���� �����������R������
����'�8A ���� �����������(8�������� ������������'

 ���AB�
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?8�:
� �8=��������
���������	� � � �

ABEBAFA

f z dz ��

����	 � � �

AB BEB BA ACA

f z dz� � � �� � � �

����	�

�

� � � � � � � � �

AB C AB C

f z dz f z dz f z dz f z dz� � � �� � � �

����	
�

� �

C

f z dz� �� � �

C

f z dz��

�
�

� �

C

f z dz� � � �

C

f z dz�
.����'������������
����(�8� ���� �����������

6����
��8	���� 
���9�������������
������'�8� ���� ����������������������

(����
�8����C�
���������(����
�����
���C
�
	�C

�
	����	�Cn�

0�� � � �

C

f z dz� �

� �

� � � � ��� � �

nC C C

f z dz f z dz f z dz� � �� � �

1.2.2 Cauchy's Integral Formula
Theorem 1.4:�C��f �z�����
�
�8�� ��������
������
����'��� ������ ��
��C����


���'�8A ���� ���� ������� R� 
��� ��� Ea=� ��� 
�8� '����� ������� C	� ����

� � �
� � 	

�
C

f zf a dz
i z a

�
� �� �������C������� ��(����������
��� �� ;�����������

Proof: 6�� �� f �z�� ���
�
�8�� � �������
������C	�
� �f z

z a�
� ���
����
�
�8�� � ������


������C	��9 �'��
������'�����z���a�
0�� �������
��
���
��� �� ���C

�
������ ������
��z���a�
����
��������8���

�������8��������C�

3��	�
� �f z

z a�
� ��� 
�
�8�� � ��� ����������� �� �����

(�������C�
���C
�
�

y

x
O

z a= 

�

C1
C

0�� �	�(8�:
� �8=���9��������������	

� �

C

f z dz
z a�� �

�

� �

C

f z dz
z a�� ���������
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��� z� ��� ��	� 
����� ��� C
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� dz � ie i d�� � �

���




� �

C

f z dz
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� �i
i

i
C

f a e e i d
e

�
�

�
� �

� � �
�	 ��� � �

i

C

f a e i d�� � � �	 ���������������
���

����������������� ��
 ������������C


������������
�����

����������������������� ���
 ������� �������
����!�������




� �

C

f z dz
z a�	 �

" "

� �

� � � � " � �f a i d i f a d i f a
� �

��

� � � � � �	 	

������ ���#������ �������
�"���$��#����
� �

" � ��

C

f z dz i f a
z a

� �
�	

����� f �a� �

 � �

"
C

f z dz
i z a� �	 �

Note:�%���� ��������#�&��� ����&�� ������������	���� � ������������	� ��������

������������#����R�����������������&�� ����������!� ����	����������#����

Cauchy’s Integral Formulas for the Derivatives of an Analytic
Function
'	�(� ��	)������#�������� ����$����&�

f �a� �

 � �

"
C

f z dz
i z a� �	 �����
�*�

*�������������#�
�������	�!��������������� ������ �
�*��$�������
���� ���+a)
����
��������#���������������������$��������������#��������	�!����������,�-�

$��#��

� �f a� � "


. � �

" � �C

f z dz
i z a� �	

� �f a�� �
�

". � �

" � �C

f z dz
i z a� �	 �

�������������������������

f �n��a� � 


. � �

" � �
n

C

n f z dz
i z a �� �	

Example 1.10:��&�� ���� "
�

C

z dz	 �$�����C������������� ����z�����"�

Solution:�f �z����z"���������	�����&��	$�����$���������������z�����"�
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��'	�(� ��	)������#������������� � � ��

C

f z dz �	 �������
"

��

C

z dz �	

Example 1.11:��&�� ���� � "�
n

C

z dz�	 �$�����n�/�������C���������������$����

�������������������� ��
�

Solution: f �z� � �z�0�"�n��n�/���
C�����������������z�0�������
�
f �z���������	�����&��	$�����$�������������C�

��'	�(� ��	)������#������������� � "� �
n

C

z dz� �	 �

Example 1.12:� �&�� ���� �
"

z

C

e dz
z

�

�	 � $����� C� ��� ���� ������� �i�� 

� �

"
z � 1

�ii����z�0�
����"�
Solution: �� ����#����������������3�������z�2�"����
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–2 – —12 —12

y

x

�i�� 

� �

"
z � � ��� �����������$��������������z���+�)

�������� ��



"

z���0"������� ������������������
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"
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z

�

�
��������	����$�������������C�

'	�(� ��	)������#������������� �
"

z

C

e dz
z

�
�

�	 �

�ii����z�0�
����"�������������$��������������z���
��������� ��"�
3 ��z���0�"����� z�0�
�

����z�0�
������0�"�0�
������0��������/�"
��z���0�"������� ������������������

��%���� �������
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z

�

�
��������	����$�������������C�

'	�(� ��	)������#������������� ��
"

z

C

e dz
z

�
�
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Example 1.13:��&�� �����i��
C

dz
z a�	 ��ii�� � "

� �n
C

dz n
z a

�
�	 �$�����C���������
��

�������� �&������z���a������
������i��� ������C��ii���������C�
Solution: �i��z���a������
������ ������C�

-�����z���a� ��� �� 
������ ������C�!���� 


� �z a�
� ����




� �nz a�
� ���� ����	���

��������������C�
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�
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dz
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�
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nf z f z� � �
nf������� ��z� � 6

Example 1.14: �&�� ����
"

*
�
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�
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C

e dz
z �	 �$�����C�����������������z�����"�

Solution: ��z�����"�������������$���������������������#����������� ��"�
���� f �z� � e"z�
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Example 1.15:� �&�� ����
� 
� � "�

C

z dz
z z� �	 �$�����C� ��� ���� ������� 


� " � �
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z � �

 ���#�(� ��	)������#�������� ���

Solution: 

� " �

"
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Example 1.16:��&�� ����
"���

�
� 
� � "�

C

z dz
z z

�
� �	 �$�����C�����������������z�������

Solution: ��z� �� ���� ������������$����������� ��� ���
���#����������� ����
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� � � � �" ��� " ���*i i� � � � � �

� " � 
� " �
�i i� � � � �

� " "i i� � �

� * i�

Example 1.17:� �&�� ����
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Example 1.18:��������	�
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Solution: ��	�	�����	� � �
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i� � �i� �
Solution: z��-�� � $z�-��%�$z����%���&
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�-��
(–2, 1)
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Solution: $i% f�$a% �
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Check Your Progress
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1.3.1 Morera's Theorem
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1.3.2 Cauchy's Inequality
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1.3.3 Liouville's Theorem
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1.3.4 The Fundamental Theorem of Algebra
Theorem 1.5 (Fundamental Theorem of Algebra):
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1.3.5 Taylor’s Theorem
Theorem 1.6:
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1.4.2 Isolated Singularities
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1.4.3 Meromorphic Functions
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Example 1.32:�&�������������������������������������5z�������
���������$�����
��� ��������������$� ���������� ���.����� ��� ���� ������� 
������ !�� 
����������� ����

�����������������������$����".�����������������������

� � �iz e �� � � � �

!��,�������C�$�����������
�����#�����������$�����������������	���������	���

�����
���

�

� �
��� �

�
C z

� �� � �� �� �  

���������	���� � ���C���$���������������	������w 
��5z��,��$�������$
�����������w 
� ��,���������������3,����$����������&��������%��#������$�$�������
%��������������� ��������
���	��������
������������

� � � �iw e� �� � � � �

1.5.1 Rouche's Theorem
&���A�����(�� ������	� ��� �� �����;��������� ���� ����	���� 
�����
��� ��$� ��

������� ��� ��������� ����������� ������	
���� 
����� ���,�������� ��#�����������
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Theorem 1.11 (Rouche’s Theorem): !��f���$�g������������������$����$
�������	
��������$���������C����$�Cf �z�C�D�Cg �z�C���������
��������C�������f���$
f E�g���#��������	����	%������.���������������	����
�������������$��C�

Proof:�'�������������������%��
�����#���,���	���������������������������
f �z������������	���!f �z��E�g �z����#����.������ C�

������

Cf �z�C�D�Cg �z�C�"� ���$�Cf �z��E�g �z�C "�CCf �z�C�-�Cg��z�CC "� 
,�����z�������C�
!��Zf ��$�Zf+g�$������������	%������.���������������	����
������������f�z�

��$� f�z��E�g�z�����
����#��������$��C�� ��������	���������	����
�����
���,�
��#��

�
��� � �

�
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�

��$�

�
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�
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����

�g �z��	�	�z�
��z���
�

���	����������	��	��������	�������	���	���	����������

���������� !�	�����	f �z�	���	�����	"�����	�������#	�� ��$ ��������	������

���	���� �	�z�
��	��	�����f �z�	�	g �z��	�����	���	��������	���	�����	�����	������

1.5.2 Inverse Function Theorem
Theorem 1.12:	%�	f ��	����&�' �	��	x ���	��	���(���	��	����	���#�'�������

��	x ����	���	��&����	��������	��	f ��	����&�' �	��	f�x�	���	�f)���	�f�x��	
	�*f��x��

$��&����	f��x�	�	+�

Proof:	,��	f��x�	-	+�	
�

� �f x� 

+
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� � � �h

h
f x h f x� � �
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%�	&���	��	���	���������!	��	f�x�	��	x	���	���	���(������� f)�	�.����	��

����	���#�'������� ��	f�x�	���	y	
	f�x � h�	�	f�x�	��	h	�	+�	���������� !�

�f)���	�f�x��	�.����	���
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i.e., � ��
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y f x
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1 1
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� � � �

2����� � ��

� �
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� �f x� �	$��&����	f��x�	�	+�

���	�'�&�	$��&����	��	�����$��������	���	���	&� ��	��	���	����&���&�	��

���	��&����	��������	f )��

Example 1.33
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 �# �
d x x
dx x

	 � � +R

���� �d x x
dx

� �� ��	 � �R 	���	x �	+�	�	3	�	����	x	
	+

Solution: ���	4����	�ex��	
	ex � x� R	���	ex	��	���(���	��	R	����	���#�

�+�	���	����������	���	��&����	��������	 �#	x	��	����&�' �	��	�  	$�����	ex	���
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ydy y exe
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	e�  �#	x � �

x
)�
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	+	���	�	3	��	����	�x���	
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 ��
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�
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�
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%�	���	���	'�	����	����	�����	���	���������	�����	��&�	�������������

����&���&���

Example 1.34: 	7��	f�x�	
	���	x�	+	� x	8	
*9�	����	��	y	
	���	x�

�

9 9
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��� �
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f x x y
��� � � �y

f 9x x y��� �
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�	+	� x	8	�

Example 1.35:	%�	f	��	�������	��	R	'!	f�x�	
	x9		���	�*x�	��	x �	�+	���	f�+�	
	+�

����	f��x�	�.����	� x � R�	:��	f��x�	��	�������������	��	x	
	+�

Solution :	%�	���� !	��  ���	����	f�(x)	
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�����	f��x�	��	����������	��	R� � R)	���	�����	
+

 ��
x� f��x�	����	���	�.����	f��x�	��

�������������	��	x	
	+�

���	 ����������	����������	��	��������������	�����	���	����&���&�	��	 ����

��������	$������	����������#	$��$�������

Check Your Progress
�9� 5����	���	���������	��	4�����"	 �����

��� 5����	��	���	��� !���	���	$�����$� 	$���	��	7������;�	������<

�1� =�����	���	"���	��	��	��� !���	���������

�>� ?�&�	�.��$ ��	��	 ����#�� 	����������

�@� 4����	������;�	��������

�
� ?�&�	���	���������	��	��&����	��������	��������

1.6 ANSWERS TO ‘CHECK YOUR PROGRESS’

�� 	7��	z	
	x	�	iy	'�	�	$����	��	���	A�#���;�	$ ���	�����	x	
	��t��	y	
	��t�
���	 ���������	 ��	 �	 $��������	 t�	 %�	��t�	 ���	��t�	 ���	 ����������	 ���

t �	B
�	�C	� ��	����	z	������	���	�	����������	����	%�	���	���&�	�������

���� �	��	�	$�����	�����	��	��	���	��	����	&� ���	��	 f�	 z	�������	���	����

&� ���	���	������$�����#	$����	��	��  ��	�	�� ��$ �	$�����

9� 7��	f	�z�	'�	��	��� !���	��������	�� z	���	f ��z�	'�	����������	��	����	$����

������	���	��	�	� ����	�������	C D	�����

� �

C

f z dz
C

f z d� � 
	+

�� %�	 �  	 ���	 $�����	 ��	 ���	 ����	 '������	'!	 ���	��	����	 � ����	 ���&��

�����	��	���	��#���	R�	���	���	$�����	��	R�	����	���	��#���	R	��	����	��

'�	�� ��(���������	��#����

1� %�	 f�z�	 ��	��� !���	 ������	���	��	�	���$ �	� ����	���&�	C	��	�	 ���$ !(

���������	 ��#���	 R 	 ���	 ��	 0a�	 ��	 ��!	 $����	 ������	 C�	 ����

� � �
� � �

9
C

f zf a dz
i z a

	

 �� 	�����	C	��	������'��	��	���	����� ��/����	������

>� 7��	 f	 '�	 �	 �����������' �	 ���������	 ���	  ��	 f �	 '�	 ���	 ����&���&��	 ���

����&���&�	��	 f � ���	 ��	���	����	 ��	�������	 f ��	���	 ��	��  ��	 ���	������

����&���&�	��	f�	4��� �� !�	 ���	����&���&�	��	���	������	����&���&��	 ��	��

�.�����	��	�������	f ���	���	��	��  ��	���	�����	����&���&�	��	f�	���������#

����	$�������	���	���	�������	��	��	�.�����	���	nth	����&���&�	��	���	����&���&�

��	���	�n)����	����&���&��	�����	��$�����	����&���&��	���	��  ��	��#���(

�����	����&���&���	���	nth	����&���&�	��	� ��	��  ��	���	����&���&�	��	�����	n�
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@� E�������	 ��������	 �����	�����	 ?�������	E������	 #�&��	 ��	 ��$������

���������	���	$��&��#	����	�	��������	��	�� ����$����	E�������	�������

������	����	�	�����������	���$ �.(&� ���	��������	�	�������	��	��	�$��

���	D	��	���	���$ �.	$ ���	����	���������


� 7��	f	�z�	'�	��	��� !���	��������	������	���� �	C�	#�&��	'!	� z	)	a �	
	R
���	��	� f	�z�	F	M	��	C�	����

�  f n	�a� � F	 n
M n
R
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G� 7���&�  ���	 ��������	 �����	 �����	 H���$�	7���&�  ��	 ������	 ����	 �&��!

'������	������	��������	����	'�	���������	����	���	�&��!	�� ����$���

��������	f		���	�����	�����	�.����	�	$�����&�	���'��	M	����	�����	� f �z� �

�	 M	���	�  	z		��	� 	��	���������

I� J&��!	$� !����� 	��	��#���	� 	�	����	���$ �.	������������	���	�	"���

��	C�
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	+�	����	��! ����	������	'������
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�>� ez�	���	z	���	���	z	���	�  	����#�� 	����������

�@� %�	 f	 ���	g	 ���	��� !���	 ������	 ���	��	�	 ���$ �	� ����	�������	C�	 ���

�f �z��	3	�g �z��	��	����	$����	��	C�	����	f	���	f �	g	��&�	���	����	���'��

��	"�����	�������#	�� ��$ �������	 ������	C�

�
� %�	f ��	����&�' �	��	x ���	��	���(���	��	����	���#�'������� ��	x ����
���	 ��&����	��������	��	 f ��	����&�' �	��	 f�x�	���	�f)���	 �f�x��	
	�*f��x��

$��&����	f��x�	�	+�

1.7 SUMMARY
" 7��	z	
	x	�	iy	'�	�	$����	��	���	A�#���;�	$ ���	�����	x	
	��t��	y	
	��t�

���	���������	��	�	$��������	t�	%�	��t�	���	��t�	���	����������	���	t	�
B
�	�C	�	��	����	z	������	���	�	����������	����

" %�	��	 ���	��	����	&� ���	��	  f�	  z	 �������	 ���	 ����	&� ���	 ���

������$�����#	$����	��	��  ��	�	multiple point
" A	����������	���	�������	�� ��$ �	$�����	��	��  ��	�	H�����	����

" A	H�����	���&�	 ��	���	�����	��	����	��	�	����������	�����	��	������

���'��	��	H�����	�����

" A	�������	��	�	� ����	H�����	���&��	�����	�	H�����	���&�	�����	�������#

$����	��	���	����	��	���	���	$�����

" A	��#���	R	��	����	��	'�	���������	��#���	��	��!	���	$�����	��	R	���	'�

���������	'!	�	���&�	�����	 ���	������ !	������	���	��#����

" A	���������	��#���	R	��	����	��	'�	�	���$ !(���������	��#���	��	�  	���

��������	$�����	��	�	� ����	���&�	C	�����	��	R	���	���	$�����	��	R�

" %�	�  	���	$�����	��	���	����	'������	'!	���	��	����	� ����	���&��	�����

��	���	��#���	R�	���	���	$�����	��	R�	����	���	��#���	R	��	����	��	'�	�� ��(

���������	��#����

" ���	 ����	�����	��	�	�� ��(���������	��#����	�������	�����������#	��!

���	��	 ���	���&��	�����	��/�	 �	�� ��(���������	��#���	�	���$ !(
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1.8 KEY TERMS
� Continuous arc:	��
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1.9 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions

 � 9�����	�	
�����	
��
����

'� +
�
�	:��
���;�����
	
�������

-� 9��
�������	:��
��4�	 ��
�����	�������	���	:��
��4�	 ���2����
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<� 9�����	
��	������	������
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������	��
����
����

=� >��
	��	������4�	
������?

@� +
�
�	���������4�	
�������

A� >����	��	
��	��������
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������	��	�������	����?

B� +
�
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��	&�����4�	
�������

C� >��
	 ��	 
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�
���	��	�������	�������	����
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 %� +
�
�	�	���	��	+
�!��"	������

  � >��
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��	����
���	��
!���	������
4�	������	���	&�����4�	������?

 '� ,���	
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���	���	��
�
���	��	���������
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���	e Dz.

 -� >��
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Long-Answer Questions
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UNIT 2 RESIDUES

Structure
��� ����	
���
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��� ������
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���	������������
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	�� ���������	���
�� �!	���"�	�����.
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2.0 INTRODUCTION
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2.1 OBJECTIVES
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2.2 RESIDUES
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Formulae for the Evaluation of Residues
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2.2.1 Cauchy's Residue Theorem
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Type III:
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2.3 BRANCHES OF MANY VALUED
FUNCTIONS
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2.8 FURTHER READING
"�!����#� �������$���Real and Complex Analysis��
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UNIT 3 BILINEAR
TRANSFORMATIONS
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3.1 OBJECTIVES
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Bilinear Transformation of a Circle
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Solution:�%�������������������,������
��,�����������1����,�����

� � �����1������%�������� ���
��

2	� ��,�� ����	��
��,��������

	� ���,����,���� ����	�����,��������1���������1�� ���78!�������	��
��9

	� 
���,����� ��
:��1������ ���78!�5�������9



��������	
�����
�����
��

NOTES

����	�	��������
118 ��������

	�
���1������,�/�������
��1����

	� ���,��� ����1����,����� ��78!�������	��
��9

	� ���,��� ���

%�����������������%�����
�	�����	���
����,��������

Example 3.14;�3��%�����������	���������������
���"���;�4���4�������%������

����
�	�����	������������%�%�����������"���� �����	��

Solution:�%���������
�

�

� � ��
�

�
���

�

� ����

	� ��,��� ��
� �

� ��
� �

��
��

���
� � � �

� � �
� � � �

�
� � �� � �� �� ��

� � ��
� �

�
� ���

���%�����
� �

�
� �

�
��

���� ��4�
�

�
'�

� �

�
� �

�
��

�4�
�

�
	� ���,����,������� 	� ���,�

�
� .

� /
�

�
�

�
.

/

��� �

��
�

�

��������"��
��������	���������	��	���������� ���������%��
�������%�������


���1�����

���� ����
�

;
'�

� �

�
� �

�
��

���
�

;
	� ���,����,�;��4�� 	� ���,�
��,�����4�.

��������"��
������������������	��	���������� ���������%��
�����%��������
���1���

&������"���� �����	���
�

1���

�

�

Example 3.15:�<�	)��������������� ��0�0������	���
"	�%
��	��������� �����,����(

���1��������%�����������
�	�����	������ ��

 �

�


	� � �

Solution:�&�����)�������
�	�����	���
����� ��

 �

�


	� �

%���� 0�0 ���

	� ��

�
� �� � ���

	� ��
�
���� �

�
�

�
���



��������	
�����
�����
��

NOTES

����	�	��������
�������� 119

��
�

��
�

�
���� �

�
�

�
���

��
� �� �
� �
� �� ��� �� ��
� �

�
� �

� ��� 	� � � ���
�
��

��
� �� �
� �

� � � �� �� � � �
� � � �

���

�� ����
����� � ��
��� ���� �
�� �� � ��
����
� � ����� � �
�� ���
������� � ������	 � �
����
�����
� � ������ � �����
�� �� � �������
������ � �� ���
�� ����
����������
������� ��� 	� ���� � �������
�� ����
�������������� ���
�� ����
��������� �������������

�� ���
������� ������
�� ���
������������ ���
�����������������
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3.2.1 Conformal Mappings
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Theorem 3.5:�0��� ����!������*�!�%���������� �""!�'�!�������� ���
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Theorem 3.6 (Converse):� 0�� �� �""!�'����� �	 ���� !�� ������ ��%� ����� !�� !�
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3.3 SPACES OF ANALYTIC FUNCTIONS
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3.3.1 Montel’s Theorem
Definition: ,������� ������)��)���� �"������#� �!���
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Theorem 3.9: 6��
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Theorem 3.11 (Montel Theorem):�6��
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3.6 KEY TERMS
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3.7 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions
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UNIT 4 WEIERSTRASS
FACTORISATION
THEOREM, ANALYTIC
CONTINUATION,
INEQUALITY THEOREM
AND FUNCTIONS
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4.2.5 Mittag-Leffler's Theorem
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4.3 ANALYTIC CONTINUATION
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4.3.1 Power Series Method of Analytic Continuation
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4.3.2 Schwarz Reflection Principle
Theorem 4.6 (Schwarz Principle):�1
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4.3.3 Monodromy Theorem and its Consequences
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4.3.4 Harmonic Functions on a Unit Disk
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4.4 HARNACK'S INEQUALITY THEOREM
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Harnack’s Principle

Theorem 4.10: "���������
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Free-Space and Region Dependent Green’s Functions

+����
���	��		����
���
�����
��������
�	���������!�
���!!
�
���
��
%�
����� ����


<�

�=	�!�������������
������ 
	��
�
��!������
������������	�!�����
������
��

���	��	����
� �
�� 
�
�
�	

"����
��
������
��	�����������5%�
������.�/���

� � � � � �9 : � :! � % � � � ���



��	��������	������	���	��
��������	������	�
����	����	���	�������	��
�������	��
	�����	���

NOTES

����	  	!����	�"
182 #����	��

��
��
������
��	���������	����
�
��
����!�
��������
������������	�!�����


�����
���B� 
�
��� 
��
��
� 
�	�
��������
�
��	�	�������	������
�<�

�=	

!��������

� � � � � ��9 : 9 : 9 :'% � � % � � % � �� 


 �
�
�

� � � �
� � � � � ��

9 : �

9 : C � :

'! � % � �

! � % � � � �

�

�

B
�
��%(����
��
������
��	����������	��
��
����
�!�

2	�
�
�<�

�=	�!�������


����	�
�	���
!
��
�����
	���
�!���
�
��
��	��������!�����
���!!
�
���
����
�
���

!�����D	� 
��
�
�	

�� ������
�
#
���
��!�A
��
�
=	�
%�
��������
�������
���
����	
	
���������
�!�

2	�
�
�<�

�=	�!���������	�	�����
�����
������
���	�	��������%'

�	����2	�����
�������
�%'��	�
������
���	�	������������ ��������
������	�
��	�� ����

�
���
�
�
��
�
�����	
��	!��
��������
������������	�!�����
������
����
��
�����


!����<�

�=	�!�������	�%���	����
��
����2�
�
��
���<�

�=	�!��������	���
����
�
�
�
����������
��	������������
��
������
��	�������������
�	����
��
�
		
����
��	���

	
��	!��
��������
������������	�!�����
������
��

Green’s Function for a Partial Differential Equation
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4.5 ANSWERS TO ‘CHECK YOUR PROGRESS’
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4.7 KEY TERMS
3 Weierstrass factorization theorem:
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4.8 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES
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UNIT 5 CANONICAL PRODUCTS,
FUNCTIONS AND THEOREMS
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5.2 CANONICAL PRODUCTS
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Entire Functions without Zeros
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5.2.4 Poisson-Jensen Formula
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Check Your Progress

5.4 THE RANGE OF AN ANALYTIC FUNCTION
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5.4.1 The Little Picard Theorem
Theorem 5.23 (Little Picard Theorem):  f C0C

Corollary 1: C ��
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Proof of the Little Picard Theorem: f C 0 C
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Uniformization of Planar Regions: � � ��
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5.4.2 Great Picard Theorem
Theorem 5.25 (Great Picard): f U 0 C
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5.4.3 Bloch’s Theorem
Theorem 5.26 (Bloch’s Theorem): R *
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5.4.4 Schottky's Theorem
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5.4.5 Montel Caratheodory Theorem
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&��� ������% ������ n� �!�� �����������n)������� ����%���(��-�"�$������
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5.8 KEY TERMS
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5.9 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
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