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Introduction

INTRODUCTION

Complex analysis, also known as the theory of functions of a complex variable, is

the branch of mathematical analysis that studies complex numbers along with their

derivatives, manipulation and other properties. A complex number is a number

consisting of a real part and an imaginary part. Complex numbers extend the idea

of the one-dimensional number line to the two-dimensional complex plane by

using the number line for the real part and adding a vertical axis to plot the imaginary

part. In this way the complex numbers contain the ordinary real numbers while

extending them in order to solve problems that would be impossible with only real

numbers. Complex analysis finds applications in number theory, applied

mathematics, hydrodynamics, thermodynamics and electrical engineering.

Complex analysis is widely applicable to two-dimensional problems in physics

because the separate real and imaginary parts of any analytic function must satisfy

Laplace's equation.

A complex function is one in which the independent variable and the

dependent variable are both complex numbers. More precisely, a complex function

is a function whose domain and range are subsets of the complex plane. Complex

analysis is mainly concerned with the analytic functions of complex variables.

Analytic functions are those which can be locally represented by power series.

One of the important facts about the class of analytic functions is that it includes

majority of the functions which are encountered in the principal problems of

mathematics and its applications to science and technology.

This book is divided into five units which explains complex integration,

Cauchy integral formula, Liouville's theorem, Taylor's theorem, Schwarz lemma,

Laurent's series, Rouche's theorem, zeros, poles, residues, Cauchy's residue

theorem, bilinear transformation, conformal mappings, Hurwitz's theorem, Riemann

mapping theorem, Weierstrass and factorization theorem, gamma function, Riemann

zeta function, Riemann functional equations, Runge's theorem, Schwarz reflection

principle, Dirichlet problem, Green's functions, canonical products, Jensen's

formula, Poisson-Jensen formula, Borel's theorem, Hadamard's factorization

theorem, range of an entire function, Bloch's theorem, Picard's theorem, Schottky's

theorem and univalent functions. The book follows the self-instruction mode or

the SIM format where in each unit begins with an 'Introduction' to the topic followed

by an outline of the 'Objectives'. The content is presented in a simple and structured

form interspersed with Answers to 'Check Your Progress' for better understanding.

A list of 'Summary' along with a 'Key Terms' and a set of 'Self-Assessment

Questions and Exercises' is provided at the end of each unit for effective

recapitulation.
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UNIT 1 COMPLEX INTEGRATION
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Cauchy's Theorem
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Fig. 1.1 Connected Regions

Extension of Cauchy's Theorem to Multi-Connected Region
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�������������
���
��

�
;�����������
���������

6�''������
��f �z�����
�
�8�� �������������'�8A ���� �����������R��� �����

(��������������� ������ �����C�
���C
�
��3������ 
�� ���������������'�8A

 ���� �����������R������
����'�8A ���� �����������(8�������� ������������'

 ���AB�
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?8�:
� �8=��������
���������	� � � �

ABEBAFA

f z dz ��

����	 � � �

AB BEB BA ACA

f z dz� � � �� � � �

����	�

�

� � � � � � � � �

AB C AB C

f z dz f z dz f z dz f z dz� � � �� � � �

����	
�

� �

C

f z dz� �� � �

C

f z dz��

�
�

� �

C

f z dz� � � �

C

f z dz�
.����'������������
����(�8� ���� �����������

6����
��8	���� 
���9�������������
������'�8� ���� ����������������������

(����
�8����C�
���������(����
�����
���C
�
	�C

�
	����	�Cn�

0�� � � �

C

f z dz� �

� �

� � � � ��� � �

nC C C

f z dz f z dz f z dz� � �� � �

1.2.2 Cauchy's Integral Formula
Theorem 1.4:�C��f �z�����
�
�8�� ��������
������
����'��� ������ ����C����


���'�8A ���� ���� ������� R� 
��� ��� Ea=� ��� 
�8� '����� ������� C	� ����

� � �
� � 	

�
C

f zf a dz
i z a

�
� �� �������C������� ��(����������
��� �� ;�����������

Proof: 6�� �� f �z�� ���
�
�8�� � �������
������C	�
� �f z

z a�
� ���
����
�
�8�� � ������


������C	��9 �'��
������'�����z���a�
0�� �������
��
���
��� �� ���C

�
������ ������
��z���a�
����
��������8���

�������8��������C�

3��	�
� �f z

z a�
� ��� 
�
�8�� � ��� ����������� �� �����

(�������C�
���C
�
�

y

x
O

z a= 

�

C1
C

0�� �	�(8�:
� �8=���9��������������	

� �

C

f z dz
z a�� �

�

� �

C

f z dz
z a�� ���������
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��� z� ��� ��	� 
����� ��� C

�� ����� � �z a� � � � ���� ������ iz a e �� � � � ����

iz a e �� � �

� dz � ie i d�� � �

���



� �

C

f z dz
z a�	 �



� �i
i

i
C

f a e e i d
e

�
�

�
� �

� � �
�	 ��� � �

i

C

f a e i d�� � � �	 ������������������

����������������� ��
 ������������C

������������
�����

����������������������� ���
 ������� �����������!�������



� �

C

f z dz
z a�	 �

" "

� �

� � � � " � �f a i d i f a d i f a
� �

��

� � � � � �	 	

������ ���#������ ��������"���$��#����
� �

" � ��

C

f z dz i f a
z a

� �
�	

����� f �a� �
 � �

"
C

f z dz
i z a� �	 �

Note:�%���� ��������#�&��� ����&�� ������������	���� � ������������	� ��������

������������#����R�����������������&�� ����������!� ����	����������#����

Cauchy’s Integral Formulas for the Derivatives of an Analytic
Function
'	�(� ��	)������#�������� ����$����&�

f �a� �
 � �

"
C

f z dz
i z a� �	 ������*�

*�������������#�
�������	�!��������������� ������ ��*��$�������
���� ���+a)
����
��������#���������������������$��������������#��������	�!����������,�-�

$��#��

� �f a� � "

. � �

" � �C

f z dz
i z a� �	

� �f a�� �
�

". � �

" � �C

f z dz
i z a� �	 �

�������������������������

f �n��a� � 

. � �

" � �
n

C

n f z dz
i z a �� �	

Example 1.10:��&�� ���� "
�

C

z dz	 �$�����C������������� ����z�����"�

Solution:�f �z����z"���������	�����&��	$�����$���������������z�����"�
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��'	�(� ��	)������#������������� � � ��

C

f z dz �	 �������
"

��

C

z dz �	

Example 1.11:��&�� ���� � "�
n

C

z dz�	 �$�����n�/�������C���������������$����

�������������������� ���

Solution: f �z� � �z�0�"�n��n�/���
C�����������������z�0��������
f �z���������	�����&��	$�����$�������������C�

��'	�(� ��	)������#������������� � "� �
n

C

z dz� �	 �

Example 1.12:� �&�� ���� �
"

z

C

e dz
z

�

�	 � $����� C� ��� ���� ������� �i�� 
� �

"
z � 1

�ii����z�0�����"�
Solution: �� ����#����������������3�������z�2�"����

 ������z���0�"

–2 – —12 —12

y

x

�i�� 
� �

"
z � � ��� �����������$��������������z���+�)

�������� ��


"

z���0"������� ������������������

��%���� �������
"

ze
z

�

�
��������	����$�������������C�

'	�(� ��	)������#������������� �
"

z

C

e dz
z

�
�

�	 �

�ii����z�0�����"�������������$��������������z������������ ��"�
3 ��z���0�"����� z�0��

����z�0�������0�"�0�������0��������/�"
��z���0�"������� ������������������

��%���� �������
"

ze
z

�

�
��������	����$�������������C�

'	�(� ��	)������#������������� ��
"

z

C

e dz
z

�
�

�	

Example 1.13:��&�� �����i��
C

dz
z a�	 ��ii�� � "

� �n
C

dz n
z a

�
�	 �$�����C���������
��

�������� �&������z���a������
������i��� ������C��ii���������C�
Solution: �i��z���a������
������ ������C�

-�����z���a� ��� �� 
������ ������C�!���� 

� �z a�
� ����



� �nz a�
� ���� ����	���

��������������C�
��'	�(� ��	)������#������������
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�

C

dz
z a

�
�	 ����� �

� �n
C

dz
z a

�
�	 �

�ii��z���a�����������C�
�a��4���#�(� ��	)������#�������� ���

� �

� �
C

f z dz
z a�	 � " � ��i f a� �



� �
C

dz
z a�	 � " 56z ai �� � 5�����f �z����6

� " i� �

� " i� �

�b��4���#�(� ��	)������#�������� �����������&���&���



� �

� �n
C

f z dz
z a ��	 �

"
� ��

.

ni f a
n
�



� �n
C

dz
z a�	 �

" "
� � ��� ��

� �. � �.

ni if a
n n

�� �
� �

� �

5� f��z������ � � ��f z� � � � ������� � � �
nf z f z� � �
nf������� ��z� � 6

Example 1.14: �&�� ����
"

*
�

� �

z

C

e dz
z �	 �$�����C�����������������z�����"�

Solution: ��z�����"�������������$���������������������#����������� ��"�
���� f �z� � e"z�

*
� � �z � � ��� ����z�2�������� ���z���0

           z���0���������������������������z�����"�

��'	�(� ��	)������#�������� ���


� � "
� ��
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n
n
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�

�
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"
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"
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�
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�
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�
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Example 1.15:� �&�� ����
� � � "�

C

z dz
z z� �	 �$�����C� ��� ���� ������� 

� " � �
"

z � �

 ���#�(� ��	)������#�������� ���

Solution: 
� " �

"
z � � �������������$��������������z���"��������� ��


�

"

*��������������  ��z�0���z�0�"������ z�����"
z���������� ���������������� C����
z���"������������������������C�

4���#�(� ��	)������#�������� ���
� �

" � ��
� �

C

f z dz i f a
z a

� �
�	

f z( )

1 3/2 5/2
z

� �� "�
C

z dz
z z� �	 �



� "�
C

z
z dz
z

� �
� ��� �
�	

� � �
"

" � � zi f z ��

�
"

"
 z

zi
z �

� �� � ��� �

�
"

"


i � �� � �� �
� * i�

Example 1.16:��&�� ����
"���

�
� � � "�

C

z dz
z z

�
� �	 �$�����C�����������������z�������

Solution: ��z� �� ���� ������������$����������� ��� ���
���#����������� ����

�z�0����z�0�"�����  z�����"
z�����"�������������C� 0 1 2 3

� � ���f z z�� � ��������	�����&��	$�������������������C�

9�$


� � � "�z z� �
�

� � "

A B
z z

�
� �

 � A��z�0�"��2�B��z�0��
3 ��z���"�  � ��2�B  B 

3 ��z����  � A��0���2��  A���0�

�


� � � "�z z� �
�

 

� � � "�z z
� �

� �

�
"���

� � � "�
C

z dz
z z

�
� �	 �

" "��� ���

� � � "�
C C

z zdz dz
z z
� �

� �
� �	 	

� � � � �
 "

" � � " � �z zi f z i f z� �� � � �

�
" "

 "
" ��� " ���

z z
i z i z

� �
� � � �� � � � � �� � � �
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� � � � �" ��� " ���*i i� � � � � �

� " � � " ��i i� � � � �

� " "i i� � �

� * i�

Example 1.17:� �&�� ����
"

*

" :C

z
z z

�

� �	 �$�����C� ��� �� z� 2�� 0� i� ���� "��  ���#

(� ��	)������#���� ���� ���

Solution: ��z�2��0�i�����"�����!����;$����������
������������ z�0��0��2�i������"
%����������������$��������������z���0��2�i��������� ��"�

z���0�2�i�����������
������0����
z"�2�"z�2�: � �
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� � �
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"
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� � �
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3 ��       z ��0��2�"i

�  �z i� � � � �  "i � �

3 � z ��0��0�"i
��z�2��0�i � � ��0��i�������/�"

��<���������$��
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"

*
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z dz
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�
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*
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�
� � � � � �	

�

*

�  " �
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Example 1.18:��������	�



�

�


� �C

z z dz
z z

� �
� �� ���	�	�C������	�	�����	��x�����y������

Solution: ��	�	�����	� � �
� � �x y� � ������	��	������	�������	���������� !�"���

���������������

� �

� �
�

� �

� 


x y
�

�
y

� �
� �

� �
� �

� 
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� �

� �
������	���������� !�"

x y
a b

� �x y� y
�

x
��	���������  !�"�� � � �  

�
����

y
��

y
�a b�� �a� �

#	�	�
�


�

a � �



b �

�
� � $ �% $ �% &z z z z� � � � � �

� z�����z����

'!�����	�	��!�������	�!�����	���	�	�����	�

��'(�)����(*�����	+������	!�	"�



�

�
&

� �C

z z dz
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�

� �� �

Example 1.19:�,�	�)����(*�����	+���� !�"�����!�	������	� �

�!�

�C

z dz
z

�

�� ���!���

���	����+�	�������	����	�� � i� � �i� �
Solution: z��-�� � $z�-��%�$z����%���&

	 z � ��-��
(–2, 1)

(–2, –1) (2, –1)

(2, 1)

��.������!������(�������z�����-���

z�����-�����	�������	���	��	����+�	�

/��!
�

$ �% $ �%z z� � �
� �

$ �% $ �% �$ �% �$ �%

A B
z z z z

� � �
� � � �

� �
� $ �% $ �% +��	� 

� �
A z B z A B
 �� � � � � � �� � �

� �

�!� � �!� � �!�

� $ �% � $ �%$ �%C C C

z z zdz dz dz
z zz

� � �
� �

� ��� � �

� � � � �
� �

� �
� �!� � �!�

� �z zi z i z� ��� � � � � �

� �!� �!� $ %i i� ��� ��

� $ �% $ �%i i� � � � � � � �!�$ % �!��� � �

� &

Example 1.20:� . � f $a%�
�
 � �

$ %
C

z z dz
z a
� �

�
�� ���	�	�C� ��� 0 0 �z � �  ���� $i%� f $
%

$ii%�f�$��-�i%�$iii%� $� %f i� � �����$iv%� $� %f i�� � �
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Solution: $i% f�$a% �

�
 � �

$ %
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z z dz
z a
� �
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�
 � �

$
%
$ 
%

C

z zf dz
z
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 � �

&
$ 
%
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z z dz
z
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 � �
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C

z z dz
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z�����-�i�������!����$��-��%

��������	�� �����	�C�
2–2

(1, –1)
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�
 � �
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C

z z dz
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�

�
� 
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i z z
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�
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� � $3 �
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�

�

�
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 � �%
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z a

i d z z
dz �


 ��
� � �� 

� � �

� � �� � z ai ��

� $� %f i�� � � � �
�

� � z ii � ��

� �� i�

Example 1.21: �������	�

$� %

z

C

e dz
z z�� �� 
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Check Your Progress

�� 5	 ��	�"������	��!����

�� 6���	�)����(*����	!�	"�


� 7���������"������!��	��	���	+�!�8

�� 6���	�)����(*�����	+���� !�"����

1.3 HIGHER ORDER DERIVATIVES
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��	���	 ��	��� �����!�������"����	�	�(��!����x��!���	�����	�! ���	��	�������	

! �f����x������� �����!����������	��f �������������	����	��	�������	� �����!��!����	
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1.3.1 Morera's Theorem
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Proof
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1.3.2 Cauchy's Inequality
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1.3.3 Liouville's Theorem
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1.3.4 The Fundamental Theorem of Algebra
Theorem 1.5 (Fundamental Theorem of Algebra):
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1.3.5 Taylor’s Theorem
Theorem 1.6:
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1.3.6 Maximum Modulus Principle
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1.4 SCHWARZ LEMMA
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1.4.2 Isolated Singularities
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1.4.3 Meromorphic Functions
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����

�g �z��	�	�z�
��z����

���	����������	��	��������	�������	���	���	����������

���������� !�	�����	f �z�	���	�����	"�����	�������#	�� ��$ ��������	������

���	���� �	�z���	��	�����f �z�	�	g �z��	�����	���	��������	���	�����	�����	������

1.5.2 Inverse Function Theorem
Theorem 1.12:	%�	f ��	����&�' �	��	x ���	��	���(���	��	����	���#�'�������

��	x ����	���	��&����	��������	��	f ��	����&�' �	��	f�x�	���	�f)���	�f�x��		�*f��x��

$��&����	f��x�	�	+�
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���	��&����	��������	f )��

Example 1.33
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dx x

	 � � +R

���� �d x x
dx

� �� ��	 � �R 	���	x �	+�	�	3	�	����	x		+

Solution: ���	4����	�ex��		ex � x� R	���	ex	��	���(���	��	R	����	���#�
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%�	���	���	'�	����	����	�����	���	���������	�����	��&�	�������������
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Example 1.34: 	7��	f�x�		���	x�	+	� x	8	*9�	����	��	y		���	x�

�
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Example 1.35:	%�	f	��	�������	��	R	'!	f�x�		x9		���	�*x�	��	x �	�+	���	f�+�		+�
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�����	f��x�	��	����������	��	R� � R)	���	�����	
+

 ��
x� f��x�	����	���	�.����	f��x�	��

�������������	��	x		+�

���	 ����������	����������	��	��������������	�����	���	����&���&�	��	 ����

��������	$������	����������#	$��$�������

Check Your Progress
�9� 5����	���	���������	��	4�����"	 �����

��� 5����	��	���	��� !���	���	$�����$� 	$���	��	7������;�	������<

�1� =�����	���	"���	��	��	��� !���	���������

�>� ?�&�	�.��$ ��	��	 ����#�� 	����������

�@� 4����	������;�	��������

�
� ?�&�	���	���������	��	��&����	��������	��������

1.6 ANSWERS TO ‘CHECK YOUR PROGRESS’

�� 	7��	z		x	�	iy	'�	�	$����	��	���	A�#���;�	$ ���	�����	x		��t��	y		��t�
���	 ���������	 ��	 �	 $��������	 t�	 %�	��t�	 ���	��t�	 ���	 ����������	 ���

t �	B
�	�C	� ��	����	z	������	���	�	����������	����	%�	���	���&�	�������

���� �	��	�	$�����	�����	��	��	���	��	����	&� ���	��	 f�	 z	�������	���	����

&� ���	���	������$�����#	$����	��	��  ��	�	�� ��$ �	$�����

9� 7��	f	�z�	'�	��	��� !���	��������	�� z	���	f ��z�	'�	����������	��	����	$����

������	���	��	�	� ����	�������	C D	�����

� �

C

f z dz
C

f z d� � 	+

�� %�	 �  	 ���	 $�����	 ��	 ���	 ����	 '������	'!	 ���	��	����	 � ����	 ���&��

�����	��	���	��#���	R�	���	���	$�����	��	R�	����	���	��#���	R	��	����	��

'�	�� ��(���������	��#����

1� %�	 f�z�	 ��	��� !���	 ������	���	��	�	���$ �	� ����	���&�	C	��	�	 ���$ !(

���������	 ��#���	 R 	 ���	 ��	 0a�	 ��	 ��!	 $����	 ������	 C�	 ����

� � �
� � �

9
C

f zf a dz
i z a

	
 �� 	�����	C	��	������'��	��	���	����� ��/����	������

>� 7��	 f	 '�	 �	 �����������' �	 ���������	 ���	  ��	 f �	 '�	 ���	 ����&���&��	 ���

����&���&�	��	 f � ���	 ��	���	����	 ��	�������	 f ��	���	 ��	��  ��	 ���	������

����&���&�	��	f�	4��� �� !�	 ���	����&���&�	��	���	������	����&���&��	 ��	��

�.�����	��	�������	f ���	���	��	��  ��	���	�����	����&���&�	��	f�	���������#

����	$�������	���	���	�������	��	��	�.�����	���	nth	����&���&�	��	���	����&���&�

��	���	�n)����	����&���&��	�����	��$�����	����&���&��	���	��  ��	��#���(

�����	����&���&���	���	nth	����&���&�	��	� ��	��  ��	���	����&���&�	��	�����	n�
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@� E�������	 ��������	 �����	�����	 ?�������	E������	 #�&��	 ��	 ��$������

���������	���	$��&��#	����	�	��������	��	�� ����$����	E�������	�������

������	����	�	�����������	���$ �.(&� ���	��������	�	�������	��	��	�$��

���	D	��	���	���$ �.	$ ���	����	���������


� 7��	f	�z�	'�	��	��� !���	��������	������	���� �	C�	#�&��	'!	� z	)	a �		R
���	��	� f	�z�	F	M	��	C�	����

�  f n	�a� � F	 n
M n
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�

G� 7���&�  ���	 ��������	 �����	 �����	 H���$�	7���&�  ��	 ������	 ����	 �&��!

'������	������	��������	����	'�	���������	����	���	�&��!	�� ����$���

��������	f		���	�����	�����	�.����	�	$�����&�	���'��	M	����	�����	� f �z� �

�	 M	���	�  	z		��	� 	��	���������

I� J&��!	$� !����� 	��	��#���	� 	�	����	���$ �.	������������	���	�	"���

��	C�

�+� %�	a		+�	����	��! ����	������	'������
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�>� ez�	���	z	���	���	z	���	�  	����#�� 	����������

�@� %�	 f	 ���	g	 ���	��� !���	 ������	 ���	��	�	 ���$ �	� ����	�������	C�	 ���

�f �z��	3	�g �z��	��	����	$����	��	C�	����	f	���	f �	g	��&�	���	����	���'��

��	"�����	�������#	�� ��$ �������	 ������	C�

�
� %�	f ��	����&�' �	��	x ���	��	���(���	��	����	���#�'������� ��	x ����
���	 ��&����	��������	��	 f ��	����&�' �	��	 f�x�	���	�f)���	 �f�x��		�*f��x��

$��&����	f��x�	�	+�

1.7 SUMMARY
" 7��	z		x	�	iy	'�	�	$����	��	���	A�#���;�	$ ���	�����	x		��t��	y		��t�

���	���������	��	�	$��������	t�	%�	��t�	���	��t�	���	����������	���	t	�
B
�	�C	�	��	����	z	������	���	�	����������	����

" %�	��	 ���	��	����	&� ���	��	  f�	  z	 �������	 ���	 ����	&� ���	 ���

������$�����#	$����	��	��  ��	�	multiple point
" A	����������	���	�������	�� ��$ �	$�����	��	��  ��	�	H�����	����

" A	H�����	���&�	 ��	���	�����	��	����	��	�	����������	�����	��	������

���'��	��	H�����	�����

" A	�������	��	�	� ����	H�����	���&��	�����	�	H�����	���&�	�����	�������#

$����	��	���	����	��	���	���	$�����

" A	��#���	R	��	����	��	'�	���������	��#���	��	��!	���	$�����	��	R	���	'�

���������	'!	�	���&�	�����	 ���	������ !	������	���	��#����

" A	���������	��#���	R	��	����	��	'�	�	���$ !(���������	��#���	��	�  	���

��������	$�����	��	�	� ����	���&�	C	�����	��	R	���	���	$�����	��	R�

" %�	�  	���	$�����	��	���	����	'������	'!	���	��	����	� ����	���&��	�����

��	���	��#���	R�	���	���	$�����	��	R�	����	���	��#���	R	��	����	��	'�	�� ��(

���������	��#����

" ���	 ����	�����	��	�	�� ��(���������	��#����	�������	�����������#	��!

���	��	 ���	���&��	�����	��/�	 �	�� ��(���������	��#���	�	���$ !(

���������	����	���	��  ��	����	��	�����(�����

" %�	f �z�	��	��� !���	������	���	��	�	���$ �	� ����	���&�	C	��	�	���$ !(

���������	 ��#���	 R 	 ���	 ��	 0a�	 ��	 ��!	 $����	 ������	 C�	 ����

� � �
� � �

9
C

f zf a dz
i z a

	
 �� 	�����	C	��	������'��	��	���	����� ��/����	������

" A�	��� !���	��������	��	��!	��������	$����	��	�	��#���	R	��	�����	��	���

&� ���	��	���	'������!	��	���	��#����

" A	��������	����	��$�	�&��!	$����	x	��	���	&� ��	��	���	����&���&�	��	f	��

x�	����	��������	��	�������	f �	���	 ��	��  ��	���	����&���&�	 ��������	��

���	����&���&�	��	f�
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��	��������
����
	��	
����	����
�	�	����	!�
�	��
��	�
	z	$	a	!���	��
����	��	�
���
��������	����
	��	f (z)�

� #�	z	$	a	��	��	�����
��	���������
�	��	f	(z)	���	
��
	
��	��������	���
	��

��	������
��	���������	��	f	(z)	�
	z	$	a	�����	��	%	.	/ z	0	a /	.	r

 
	���	����

�	����
�	������	��	
����	
���	z	$	a	��	�����	�	�����
� #�	z	$	a	��	��	�����
��	���������
�	��	f (z)	���	
��
	
��	��������	���
	��


��	������
��	������	��	f (z)	�
	z	$	a�	�����	��	%	.	/	z 0	a /	.	r�	���	��	������
�
������	��	
����	
���	z	$	a	��	�����	��	�����
���	���������
��

� #�	�	�������������	���
���	f (z)	��	��
	�������	�
	z	$	a�	��
	 ��� ( )
z a

f z
�

� 	

 �� 

����
��	
���	z	$	a	��	�����	�	���������	���������
��
� ,	���
���	f (z)	!���	��	�����
�	�����!����	��	
��	����
�	�����	����


�
	����
�	������	��	�����	��	�����	�	����������	���
����

� 1������	&������	��	�	����2����	��	
��	�������
	��������	���	��

������	 ��	 ���
���	�������	��	 
��	������	�����	 ��	!����	�	�����

�����
�	���
���	���	"�����
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1.8 KEY TERMS
� Continuous arc:	��
	z	$	x	3	iy	��	�	����
	��	
��	,�����4�	�����	!����

x	$	�(t)�	y	$	�(t)	���	���
����	��	�	������
��	t�	#�	�(t)	���	�(t)	���
��
������	���	t �	5��	�6	� ��	
���	z	
����	��
	�	continuous arc.	#�	�


!�	��	����	������	��	 f�	 z	�������	
��	����	������	
��	������������
����
	��	�����	�	multiple point.

� Cauchy’s theorem:	��
	f	(z)	��	��	�����
�	���
���	��	z	���	f �(z)	��
��
������	�
	���	����
	!�
���	���	��	�	�����	��
���	C 7	
���

( )

C

f z dz
C

f z d( ) $	%

� Connected region: ,	������	R	��	����	
�	��	����
��	������	��	���

!�	����
�	��	R	��	��	����
��	��	�	����	!���	����	��
�����
!�
���	
��	�������

� Maclaurin’s series: #�	a	$	%�	
���	&�������	������	������

						
'

( ) (%) (%) (%) ��� (%) ���
'* *

n
nz zf z f f f f

n
� ��� � � � � � �

&���	������	 ��	�����	����������	������.

� Singular point:	,	����
	�
	!���	�	���
���	f (z)	�����	
�	��	�����
�
��	�����	�	��������	����
	��	���������
�	��	f (z)�	,��	�������	z	$	-	��	�

��������	����
	��	
 

( ) �
-

f z
z

�
�

� Pole:	#�	z	$	a	��	��	�����
��	���������
�	��	f	(z)	���	
��
	
��	��������
���
	��	
��	������
��	���������	��	f	(z)	�
	z	$	a	�����	��	%	.	/ z	0	a /	.	r

 

���	����	�	����
�	������	��	
����	
���	z	$	a	��	�����	�	�����

� Essential singularity8	 #�	z	$	a	 ��	��	�����
��	���������
�	��	 f(z)	 ���

��
	
��	��������	���
	��	
��	������
��	������	��	f(z)	�
	z	$	a�	�����	��	%
.	/	z 0	a /	.	r�	���	��	������
�	������	��	
����	
���	z	$	a	��	�����	��
�����
���	 ���������
��

� Removable singularity:	#�	�	�������������	���
���	f(z)	��	��
	�������

�
	 z	 $	 a�	 ��
	 ��� ( )
z a

f z
�

� 	

 �� 

	 ����
��	 
���	 z	 $	 a	 ��	 �����	 �	 ���������

���������
��

Meromorphic function: ,	���
���	f(z)	!���	��	�����
�	�����!����
��	 
��	 ����
�	 �����	 ����
	 �
	 ����
�	 ������	 ��	 �����	 ��	 �����	 �

����������	 ���
����
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1.9 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions

 � 9�����	�	�����	��
����

'� +
�
�	:�����;�����
	
�������

-� 9��
�������	:����4�	 ��
�����	�������	���	:����4�	 ���2����
��

<� 9�����	
��	������	������
����	��	������	��
����
����

=� >��
	��	������4�	
������?

@� +
�
�	���������4�	
�������

A� >����	��	
��	��������
��	
������	��	�������	����?

B� +
�
�	
��	&�����4�	
�������

C� >��
	 ��	 
��	������
���	��	�������	�������	��������?

 %� +
�
�	�	���	��	+�!��"	������

  � >��
	��	
��	����
���	��
!���	������
4�	������	���	&�����4�	������?

 '� ,���	
��	��
���	���	���
���	��	���������
���	��	
��	���
���	e Dz.

 -� >��
	��	
��	���	��	1����4�	
������?

 <� >����	��	�������	���
���	
������	�������?

Long-Answer Questions
 � 9������	�����
�	 ���
���	������	���������

'� +
�
�	 
��	 ��������
	 ����
����	 
��
	!���	 ������	 
��	 �����
��
�	 ��	 �

���
����	 ( ) �w f z u iv� � �

-� +
�
�	:�1	�2��
����	��	�����	�������
��	��
������	��	��	�����
�	���
���

������	���������
�	���������

<� +��!	
��
�	w = ���	z ��	�����
�	�����!����	����
	�
	
��	������	���
����	�
�	������
���	������	���������
�	���������

=� #�	u + iv	��	�����
�	���!	
��
	v – iu ���	0	v + iu	���	����	�����
��
@� E����	 
��
	:�����1������	 �2��
����	 ���	 ��
������	 �����	 
��	 ����

x – y	$	 	���	
��	���
���	f	(z)	$	(x – y)'	3	'i	(x + y)�
A� 9������	
��	������	������
����	��	������	��
����
����	;���	���������
�

���������

B� �������	
��	��������	
������	������	���������

C� �������
�	��	
��	�����������	
�������

 %� 9�����	����
	
��	�������	�������	���������
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  � �������	+�!��"	�����	!�
�	
��	����	��	���������

 '� F������	�������	
��	�������
	���������

 -� 9������	1�����	
������	!�
�	
��	����	��	���������

 <� 9�����	
��	������
����	��	�������	���
���	
�������
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UNIT 2 RESIDUES

Structure
��� ����	
���	�

��� ���������

	�	 
��
���
	�	�� ��������
��
�����	���

	�	�	 �������	��	�����������

	�� ��������	������������
������	��

	�� ���������	����� �!	���"�	�����.

	�# $������

	�% &��������

	�' $���(�����������)����	�����
��*������

	�+ �������
��
��

2.0 INTRODUCTION

������������,��	����-����������	�-��*��������,�������
��������	�-��*

�������-�	-	��	�����	�����	��	�����������	�������	�	�-�������	����	��

�� -�������	����	���	�� ��� ������������.������ ������������� �� �����

-������	�����������������������
����	�����	-	�	��������������	�������	�,

�	�-��*�����������������������
��	������������������������������������

-��	������$	� ���� ������������
� ����	�	���-	���	������ ������
��	�

�	�-��*�����������	����������-	������������	�-��*��������,�������
��

��	���,��	������������
������������
�����	���,�����-	��������		���	

����������������������	���������������	���	������	��
�������/�������	����

������
� �	��	�-��������� �����������
� �������������������������������0��

��� ������ �������� ��	���� ��
� �������� �������� �	������� ��	�� �

��	��������-���-�����,���������������������-����������	������������0�


$�	 ������	����

���������,��	��������������	���������
���,������������
�����	���,

�������	��	�������������
���������	������������
������	���

2.1 OBJECTIVES

�������	�����	���������,��	���������������	1

� 2�
������
����������	���-��	�����
��

� &�	�������.�����
�����	���

� �����������������

� 3��������	��������������	������������
������	��

2.2 RESIDUES
���z�4�a�������	����
���������-	���	��f 5z6,����������
����7������.�������
	��f 5z6���	���z�4�a�
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����������������������������
� �

� 	 � 	
� 	

n n
n n

n n

bf z a z a
z a

� �

� �

� � �
�

� �


��������������b
�
���

�

� 	z a�
�������������������������� f �z	�����������

��������������f��z	����z���a�
���������������������

����������������������������
�

�

� � 	

� � 	
n n

C

f zb dz
i z a ��
� ��

��������������������������
�

�

�
� 	

�
C

b f z dz
i

�
� �

�
�

���� � 	� � 	
�

z a
C

f z f z dz
i� �
� � �������C������ ����������!��������"a�

����������f �z	�������� ���������������� C��#��$���� z���a�

Formulae for the Evaluation of Residues
�� %��z���a���������$���$�����f��z	������

���� � 	� ��� � 	 � 	z a z a
f z z a f z�

�
� �

&�����z���a���������$���$�����f �z	������������������������������f��z	�����
��������

������������������������
�

�

� 	 � 	
� 	

n
n

n

bf z a z a
z a

�

�

� � 	
�


�����������
�

�

�

� 	 � 	 � 	n
n

n
z a f z a z a b

�
	

�

� � � 	


����� ���� � 	 � 	 �
z a

z a f z b
�

� � 	 �������������f �z	����z���a�

�������� ���� � 	� ��� � 	 � 	z a z a
f z z a f zaa a

z a f��� � 	�� �

�� %��z���a�������$���$����� � 	
� 	

� 	

P zf z
Q z

� ������

����������
� 	 � 	

���� � 	� ��� �
� 	 � 	

z a z a

P z P af z
Q z Q a�

�

� �
� � �� �� �

' �����$��!�����������

���������� ���� � 	� ��� � 	 � 	z a z a
f z z a f z�

�
� �

� 	
��� � 	

� 	z a

P zz a
Q z�

� � �
���

�

� �
 �� �

� 	 � 	 � 	
��� �

� 	z a

z a P z P z
Q z�

�� �� 	
�  ��� �

�( ����)$���������
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� *

� *

P a
Q a

�
� 89:8

� *
;<=

� *z a

P z
Q za

P � *�P � *�

QQ � *�� *�

>? @A8z8��a �������	
������
���m�����
�

�����������

�

�

�
��
� � �� 	�� � � � �

� ���

m
m

z a mz a

df z z a f z
m dz

�

� ��

� �� �	 
� �� � �� � �� �

����
�z���a��������	
������
��m����
����
�����
�����
 �����������f �z�������
��
������

� ! �
! �

"

� � � �
� � � � � �

n m m
n m m

n

b b b bf z a z a
z a z a z a z a

�
�

�
�

� � � � ��� �
� � � ��

���������� � !
� !

"

� � � � � � � � � � ###
m n m m m

n
n

z a f z a z a b z a b z a
�

� � �

�

� � � � � � � ��

�� �m nb z a b�� � �

����

�

��
	�� � � � � � ���

m
m

mz a

d z a f z m b
dz

�

��

� �� �	 
� � �� � �� �� �

�
�

� �

�
��
� � �� 	�� � � � �

� ���

m
m

z a mz a

db f z z a f z
m dza

md ��
��
� � �� 	

�
��

�
zf z��
� �� a ��

d
��� �m �

�

d
� �� �m� ��� ���� ��� �

��� z��� m �m ��
�f � ��� ��� ��

dzmd md

Note:�$�
��
���
�������
��
����	����%�	����&����f��z������������������%
��
�����
�����
 �����������f �z����
��	&#

2.2.1 Cauchy's Residue Theorem
Theorem 2.1:�'��f��z��������	&��������		������������
�������������	
��	��

���(
�C�� 
 �
��� ������ �����
����)
����� ���	��
����%�	�����
��a

�
��a

!
��*��an

����
�C����
�

�������������������� � � !

C

f z dz i� �� �����������
��
���
�����f �z�����a
�
��a

!
��…�an�

� !! � �ni R R R� � � ���

+�
�
�R
�
��R

!
�� ###��Rn���
���
� �
���
����� f� �z�����z���a���z���a!��*��z���an

�
��
���(
	&#

Proof:�,
�
��	��
���
����%�	�����
��a
�
��a

!
��…� an�)&����		����-���
��
����%

����	
��C
�
��C

!
��###��Cn�+�����
���
�����a���a!��…� an����������r���r!��###��rn�	&��%

+��		&�����
�C#
$�
��� f� �z�� ������	&���� ��� ��
���	���	&�����
��
� �
%����
��	��
�)&� ��


���(
��C��C
�
��C

!
��###��Cn#�.
��
�)&�/����&���
 �
������������
%��	���
��
��

�����
� !

� � � � � � � �

nC C C C

f z dz f z dz f z dz f z dz� � ���� � � �
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�������������������� � !! ! ! �ni R i R i R� � � � ��� �
�0&���
�����
��&�����
���
������������

�������������������� � !! � �#ni R R R� � � ���

Example 2.1: 1�����
������
�������%�	����&�������
���		�+��%����������2

�i�� 3� ��

ze
z � ���������ii��

�
���

�z
� �
� ��� �

�iii��
�

�� �zz e� �����iv�� 4

���

� �

z
z a

�
�

Solution:��i��5���z�6�����t�� �z�����7 t

���

� ! 4 3 8

3 3 3 3
�

�� !� 4� 3� 8�� ��

z t te e e e t t t t te
z t t t

� 	 

� � � � � � � � � ��� !

�  ! �

� ���������� 3 4 !

� � � � � � �

!� 4� 3� 8�

te
tt t t

	 
� � � � � � � � ��� ! �

����������� 3 4 !

� � � � � � � � ��

!� 4� � �� 3� 8�� �� � �� � ��

ze
zz z z

	 
�
� � � � � � � � ��� !

�� � � �
����
���
�
���
������
����)
������
�������������%��
%���(
���+
�������z�6����
� ��z������������	
������
���3�#

�ii��

4 8
� �

� � � �
���

� � �� 4� 8�

z z
z z

� � � �
� � � �� �� � � � � �� � � ���� �� �� �

����������������������� 4 8

� � � � �
#

� �� 4� 8�� �� � ��z z z
� � � ���

� � �

����
���
�
���
����������
����)
������
�������������%��
%���(
���+
�����

z�7��� z � 6���������
��
����	����%�	����&#

�iii�� �
#

�� �zz e�
�5�	
����
��)����
�)&�
9�����%� ��
�
���������� �:��� ��

;
��#

:� � " � z����6�ez����"

� �z���" �� �������6�ez����

��6�ez � " � ez����

� ������������������������� !z i n� � +�
�
�n���"��<����<�!��*
=	�
�&�z���"#
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Type III:
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2.3 BRANCHES OF MANY VALUED
FUNCTIONS

���n�"��	��	������#	��e in���� ��e� �8������

9(��������

�e in���� � in���� ��e� 8������

:	����e in���� � in���� ��e **� �� in� �n �� ��e e �
*n� �� � 8���� �

9��(��������#����e �
*n� �� ���� 8����*�

&#�� ����� ;���� �� 	��"�� �(� !�����;�� �	'��'�	�� ������ ������� -��

;��!��

���� � �� ������ �� �� �� �� ��i i���6� ���������8����<�

�=6����6�=�

�= �� ��� �� =� ���������8����>�

�=i���i=�

i�����

���������?��������!��!������(���	��������	�$	�	����(�	$���	��

-����z���x�.��y���#�$��!�;�;!�		�����(�	$���	�����(�	��"���ez���ex

�$���y�.�i���	�y���9�������(����#�!��!����e�z.w����ez�ew��"���������������(���#

!��!���� �ez�w� �� e�zw�@� -��� �	����	�� �#������ ��� �#� $��!�;� �������#�

(�	$���	��A��(�	� �#� !��	$�!��� �����	�� "��� z� �� �z�� i:��� �z�� �	��:��� �z�
)�� ���� ��A����	����(�	��#�!��	$�!��������	���(����:����� �#���z� ��

��((�	�� (�������A�#�'� �(�	�� �#� !��	$�!�� �����	���	� �#� 	����'

�;���������"���	���$��#���������	���$�	��	������#��

A��#	��(�	��#�!��	$�!����������#�������z��"�������z���������z��.
i�:����z����#�������z���	�����#������������������#���(��z���A�#�'�e������z�
��z�"���	��������ez����z��-����#�����	��(������	������	����������	�����$�B

Definition 1:�C(�	��#������	��������	���9����z���	���#������	���
�����	��9����z��"��

9����z����9����z��.��� 9����z����#��9����z� )�� ���� �	�� 9��� �z�
�Z�

4��

9����z������9����z��. �� �=� ���#���������#�$���	��(�	$���	�

3����!��'��#�(������	��

Theorem 2.2:�A�#�'�������ez����1��z��. i�9����z����������ez����z���(��	�
�	����(�9���z�� )�� ���� �
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Proof: A�#�'�

�����ez����������ez���.�i�:���ez����x�.�i�:����ei9���z��� x�.�i�:����ei�9����z��.��� 9��

�z���
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Definition 2:�C(�	� �#�$��!�;����	��$��	��� $��	��z���(���$��!�;
	��"��"��

,��	��z����
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 � 9(�"��#�z��	��w�����	��#����#��#��(F!��	���#	�!!��z��w������

*� 9(�"��#�z��	��w�����	��#��(��#��(F!��	���#	�!!��z��w�� � ��

<� !!��z��w�������(��	���	����(�z������	��#����#��#��(F!��	�

Theorem 2.3:�A�#�'�������zw���������z��.������w��.�� D i!!��z��w��

9	�!����$�����������z������������z����(��	���	����(�z������	��#����#��#��(F
!��	�
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�������z	�
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ziz
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Proof

���������/z�
� z ��z������������ � z 	�
��������z���� ����z� ������������ ��

!��"��"�������������z	��#��������z	�����$� ��� % �

���!�  ���!�#����������"�&' �(�'�!����#��('������ ����"������

Definition:����#������ ����"�&' �(� '�!��� �#� �('������ � ���"�����

�)�
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 e�����z	a���#�az�
�e�����a	z ����a � e�

*�!��!��!�  � "��"+�!������� �ez	w� �$� ���zw��,����� �ez	w ���� ���� ���

�('������ � ���"����� !���� ���� ez �#� ���� -���� e�� .��� !�� � ezw ��� � ���� ��

� ��#����"������!�����#� ���"����������"�������#��� ���&+���ez	w ���� �

� ��#�

Theorem 2.5: ��/	!�= ezw e�w� % i0&$��z	�

Proof
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�
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�
 ezw e�wi�� 0&$��z	
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�� 99� �� in� �n �� �

1�' "��������)�
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�
�e��9n � �� e �9� nin �� ��

�
 e�

3����������!��������7$����������	�

���"�� ���'�����������  �!����"���  �)�

Corollary:��ez	����
����	0&$��z	�z�������ez	����
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Check Your Progress
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8� .����=��#�<�� �&&�
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2.4 ANSWERS TO ‘CHECK YOUR PROGRESS’
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2.5 SUMMARY
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2.6 KEY TERMS
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2.7 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions
�� ��������������������&� ������������ �����������������#���

�� B��#������������#� �"���������������"���������������"�����e����
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2.8 FURTHER READING
"�!����#� �������$���Real and Complex Analysis���!�%!���	���&	�!	�'
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UNIT 3 BILINEAR
TRANSFORMATIONS

Structure
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3.1 OBJECTIVES
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Bilinear Transformation of a Circle
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Example 3.16:������������������������ ��!��������!���� �"�������� !�!�����
�!�������������������#��������������!�����$���� !�!������������������!���
Solution:�����%������!���
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Example 3.17:�-!�#������������� ��!��������������	��
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(�!�� ���$�� ����� ���� �!����"�������� ����)�.!�� �!���%� ���� ���������� !�� ���
�)"������������� �!�����*"��+����!�������)"�����

3.2.1 Conformal Mappings
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Theorem 3.5:�0��� ����!������*�!�%���������� �""!�'�!�������� ���
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Theorem 3.6 (Converse):� 0�� �� �""!�'����� �	 ���� !�� ������ ��%� ����� !�� !�
����*�!��
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��#�&(���!����6��9��!�����!��!�#�!����������%�������� ����6��=�

&(���!�����6��=����#�������&(���!�����6��:��+*�$�!�!�'��	�������%������!�%�+*
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��� ������������ ��!���!������� ����$������ ����!���������*�!�������!��������
Transformations which are Isogonal but not Conformal
0����!������%����� �'�!��#�����������'����������������� ��!���!����������#�+��
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�$���������� ��!���%

( �� � ����6�6��

��# � ��� �(� ����6�6��

0��&(���!����6�6���������'����������������#�+������!���!'�����������'�#%�!�

&(���!����6�6�����'������#����!���!'���������������#�������%�!���������������

�������� ��!���&(���!����6��>�%�������'����������������#���#����!���!'������

����'�#�

�����%������������� ��!���!��!��'�����+������������� ���

Check Your Progress

�� 4���� !��+!�!����� �������� ��!��?

�� @��!���������� �!��'������������� ��!���

6� 4���� !�� ��������!��?

3.3 SPACES OF ANALYTIC FUNCTIONS
1���)�+������"�����+������� ��(����!�)��$!���#�����������"�����������*�!�
�����!�������)%�$�!��� �)��$!���#�����������"���������������!�����������!���
���)��-����	���%	�%	6%�			%����

��% � A 7
 
 � B ��� ��� C D�� � � � � � � �* � + , )� �

E*�+��!����"���'*��������"����%�������(������A��D	�������������$!�'������
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3.3.1 Montel’s Theorem
Definition: ,������� ������)��)���� �"������#� �!���
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����� ���� �	�	�� ��� ��� �������� ��� ����	��� ��� ����
� ����� ��������� �� ��

������������������������������������	����������	��������������������

����������������	��������������������	�� !�""#�

���	������������	����������������������	������
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��$�����������������
	�����

����	���
%
�	������������	��	�����
	����������	������������
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�������� ���������& !�"'#
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%
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�
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���)������

�
%
������%��*����)	������������	�����������
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�������

%
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����)����

����������
�
������������������� ����

%
�����������������������������

�
���������������������������	����
+	����������������)�������

%
���������������������������

%
���	���������������	���

$���� %��	����
%�
������%��,�)�������������������������	������������-����

�
%
�	��	�	�������������$��������������������	��	������	����������������

������������������

%
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 #
 #

�  #
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� � �
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� ���������� & !�".#
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�����	������ �#�������������
����,�)������������������	�

 #  #
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�  #  #

� �� �
� �
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�
�
�����

3
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�
�

3
�

3.3.4 Riemann Mapping Theorem

��������
������	�������4	��������	����������������������	����	�����5

�������	�������������������������������������
������������� �)�	��

	������������� �������������
	�������	���������	�� �	6���	���������������	�#
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$�	������	��	��-�)������4	��������	��

Theorem 3.15 (Riemann Mapping Theorem):� (��� � �� � � ��� �� �	����

������������	��$���������	�����	���������	������
�

/  %#�� � ��

Note: ,��������	������	�������������	�	���$��������������	�������������

������ ��� 	������	��� 9��� ����� ��� ��� ����� ��� ��������� ��� �	����

������������	�������	����������	���

Corollary:��������	�����������������	�	������������	��������

�����	���	���

Proof: (���� �� ����������	��0���� � � ��������	�������)������

���� 4	���� ����	�� ��������� �	��� �� �	���������	�� ���� 	�� �

����������	����0��-�)��������	6���	������������	�������������	�����

	���	���������	������	���	������:�	6���	������������	������	�������5

��	��	�����	���	�������������	����������	��	�����	����������	���;��	�

����	���� ��� ���)� ����� ������ 	�� �� 	6���	��� ���������	������ �����<����

�
�
 %#��$�����)���	���)�����������������)	�������/

Lemma 1:�(���� �� � �������	�����������������	��$���������	���

	6���	������������	������	��
�

/  %#�� � ��

Proof: +	�����)��)�������������	���������	���������������	�)����

��������������	��������������$�	���������������������������	�����=��

�
������������	��	��������	�������
%

> 
� � �

(��� >� �	� ��$��� ����	�� ��4��	�������� ��	��������;	����� 	�� �	����

���������������	����?�����������@��������	������	��������	����������������	�

����	���	/��	��� ����������� �#3�A���4����$�	������	����	��	6���	��/�� �#�A�� �#
	���	����	4	�	A�� �#3�A�� �#3�A���4��	����������A����(����

��
A�� �#�������

	���������	��������;	����5����������������	����������������������	�

�
� �	 	��	��B�%������������� �#����

�����	��������� 4�#�� �� >�
�
��:�����

�����������	��
�

 #�� � � �	 �� ��$�����A�� �#���������� � �	 =������4��A�� ��#
��������� 2� �	 � �	���  #�� � � �� 	 � #��9�����	��	���	�����A�� �#3�C���A��3�C

��A�� ��#3�C���A����������A�� �#�A�� ��#�A�4���)�	���	����������	��	����	��

�
% �� �

D�)�)������

 #
 #

�� �
� � �

�
�

������	��	6���	���������������	���������� �#�� �9
�
 %#�

Lemma 2: (���� �� �������	�����������������	���������		���

$���������	����	6���	������������	������	��
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�
/  %#� � ��

����������� �#A%�

Proof: 9��(��������
% �
/  %#� � �� �	�����������	�����	6���	����$���

)��)��

� �% %

�
 #  #  #

3
� � � � � �� �

D�)�����

�
7 /  %# / ���������	� �� 	6���	���  # %8� � � � � � �� � �

�	���5���������������������	�� >7 8� � �	 ��(��� ���71  # 1/ 8� � � � � 	 �

D��������� %�  ��	����	���5���������  # %� � � ����������� � 	 �

Claim 1:�$�����	������� � 	 ���������� 1  # 1� � � � �

Proof:� 9�� ���		�	�� ��� � � ������ 	�� �� ��������  ��#� 	�� ����� ����

1  # 1�� � �� ���� ��� ��:������	����������������E����F�����������������	���

����������������������������������)	��������������������	����)����

������������  ��#� 	��������������������������(��� �	�� �� ���� ���� ���� �	�	�

����	���$������������ 1  # 1� � � � ��D�)�)��)	�������������� � 	 �

�� 	������������� �	 	�� 	6���	������ �����	�	������������������ 	6���	��

���������	�� ����	����:����� � �#� 	�� ���� ��� ����	��� 	�
� %#� �� ��

�
 #  %#� � �� �

Lemma 3: (���
�
 %#� �	 �������	��

 #
�

�
� ��
��
�

� �
�

$��� �� � 	�� �� 	��������� ���������	�������
�
 %#� ����� 	���������

%������

Proof:�+���
�
 %#� �	 ��)������

3 3 3 3 3 3 � 1 1 # � 1 1 # %� �� 1 1 1 1 � 1 1 1 1� � � � � �� �  � � �

$���������

3 3 3 3 3 31 1 1 1 1 1 � 1 1 1 1 1� 1� � � �� �� � �� �� � � ��� � � � � � � � � � �

,����

1  # 1 �� �� �

:����

1   ##� � � �� � �

$�	��	���	�������� �� �	�������������	����0���������������  %#� �� � ��

 # %� �� � �
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Claim 2:�$�������	�������������	��	���
�

 #  %#� � �� �

Proof: :������������������	��	���������$���������	��
�
 %# >  #� � � �	 �

0�� ��������� ������� ����	�� � 	 � ����� ����� 1  # 1 1  # 1� � � � �� )�	��

������	�����������	����� ��

,�������	�������� � �� � 	����	6���	������������	������	��
�
 %#� ��

)�����	�����������������	�G����

;	��� 2  # #�� � �� � � �	���	��������������������	�����������������	�

����������������	������ 2� ��)�	���	��	6���	����;�� �� ��� � �	����	6���	��

���������	�� ����	�� ���� � ����� �	 	��� �
�
 %#� ���	�� 0�� ����

 # #  #�� � � � ��� � � �� ����� 	�� )�� ���	��  #� � �� � �� � � �� � �� ���� �� 	�� �
	6���	������������	������	������������		���9

�
 %#��������������� %#�A�%�

��� � 	 �

$�����)������� 1  # 1 1  # 1� � � � � � �����	�
3

 #
 #   # #� � �	 � �� � �

����	�	�������������	�������� %#����
�
 %#��)�	���	����������������	��

1  # 1 1 1	 � �� ���������
�
 %# > 7%8� �	 ��������	�������

1  # 1 1   ## 1 1  # 1� � 	 � � � � �
 �	���	� � ���A��#��$�	��	���������	����������	��	��

Check Your Progress

"� ���	���������������������	������	��

'� ;���������E����2����������

.� ���	������4	������������

H� 0���� 	��4	��������	�I

3.4 ANSWERS TO ‘CHECK YOUR PROGRESS’

�� $�������������	����������������A�
�� �
�� �
�
�

)�������������������
����	����������������������������
�����������

���4������%�	������������	�	��������������	��

3� $�������������	����A���C���	����������������	���)����

��A���C����
!� :�����������	��	����	��������	�������	���)���������	������5����

	�������	�����������	���
%
����������������������������	����)�

���������	���������	������5�����	�������	�����������	���
%

)�	�����������������������	���
%
��������������������

"� (���������������������������$���� �#�)	������������� ��������

�����	�� ����	��� ����� )�	���� �#� )	��� ������ ���� ������ ��� ���

���	���������	�������
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'� :����	����������	���7�8����	���	�������	���	����������	���	����

�������� ��� ��� ����	��� ��� ��	�� ���	��� ���� �� ����������� ��% ����

����������	����������������	����������������	���	���

.� :���	�����������������	���)	����������������������	������

���������	��	����������������	��������������	���	�����

H� ��������
������	�������4	��������	����������������������	����	�

�� �5������ �	����� �������� ���� ������� ��� ���� ������
� �����

����� � � )�	��� 	�� ��� ���� ��� � �� ���� ������ �
	���� �� �	���������	�

 �	6���	��� ��� ���������	�#�����	�� � ������	���� ���� ���� �	�

�	���� 7 /1 1 �8� � �� 	 �� �

3.5 SUMMARY
J $�������������	�������������

��A�
�� �
�� �
�
�

)�������������������
����	����������������������������
��������

������4��� ��%�	������������	�	��������������	��

J $�������������	����A���C���	����������������	���)����

��A���C����
J $�������������	����A����	������������	�	���	����������	�

)�����������������������
��������

J $�������������	����A�
�

�
�	���������	����	��

J $�������������	��	����	����	���������������)�������������	�

	�������������
	��

J $������	�� � 3 ! "

3 ! " �

 #  #

 #  #

� � � �
� � � �

3 ! "#  #3 ! "#  #3 !3 !

! " �#  #! " �#  ! "! "

	������������������5���	���� �
�
���

3
���

!
���

"
�)�	���	������������ �

�
���

3
�

�
!
���

"
#�

J $����	�	���� ����������	����A�
�� �
�� �

�
�

� ���������� ���	����� ��� ���

�5����� 	����� �	����� ��� �����5����� ��� 	������ ��	��� ��������

	���	��������	���

J :� ��	�� ��� )�	��� 	 � � �#� A� %� 	�� ������� �� ��	�	���� ��	�� ��� ���

����������	��

J $����	�������A���A��������������������	�	�	������5�����	�

������������������	�����&�A����A��������������������	�	�	����

�5�����

J $����	�����A���A��������������������	�	�	��5�����	������5

�������	��������	�����A����A��������������������	�	�	������5

����������������������5�	��	�����	������������������5�	��
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�����������������
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� ����������
����������������������	����	�������������	�����
�

����	���������������
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'
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(
��������������

�����	��������	����%������� ������������
'
������

(
� ����������


����������	�������������	������	������	�������)
��������

� ����*�����+�����	������������������������������������	���

� "��� ������ ���������� ��������� ����� �� ��
���	�� ����� �������
��	������������������������	�������)
���������������
����������

� ,�������������������	�������������������������������������
���������������
������� �������������
���	������� � ��������
���� ���� ��� � %� ����� ���	�� ����� �� ��������	����� ���-������� ���
������	������ �������� � �	����	 ����� ���� ����� 
���� ���%

. /0 0 '1� � �� � �� �

3.6 KEY TERMS
� Bilinear transformation: ���� �	����	������� ��� ���� ��	�

��$� �� 	

� �

�
�

����	���%���	������������	�����%��%�	%�
%����	���������

���������������2�	
���!�������������������	��	����	�������
�����	����	���������$���3�������������	��������%����	����$���3��	�

• Inversion: ���� �	����	��������� $� '
�
� �� ������� ����	����

� Critical point: "����������������	� �����$�!�������������	������������
��������	����	�������

� Isogonal:� #�� ����� ���� ������
��� ��� ���� ������ �� �	��	���� ���
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3.7 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions
'� 4����������	��
����������	����	�������

(� 5�������	��	����6

7� 8�������	����	������������������������
�����������	����

9� :������ �����	���� ����	�����

;� <�����=
	���>+�����	���

?� #���������	����������5���	�	�������	�>����������	������������6

@� 5�����	����������������������,�������������������	��6

Long-Answer Questions
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�����������
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(� B���������	����	������������$��� ��
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��		�������������������������������$�F�'����������������������
�	����	��������	$�'�(����3�'����
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��������$� ( 7

( ;

�
�

7

;
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� �

(

�
������������	

�	����	��������B���������	����	��������������������$� '
7

� �������
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@� B���������������	� �	����	����������������/

��� ������������$�'%��%�2'������������������$�(%��%�2(
���� ������������$�(%��%�2(������������������$�'%��%�2'
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		��$'���

������B������������������0��2�7�0�$�7�
���	������	����	���������$�'�(�
������B�����������������������	����0	�	0�$���
���	������	����	������

��$� ( �'�3������

''� :��	��������������������������
����������������������

'(� J�����������*�����+�����	���

'7� J�������=
	���>+� ����	������������������

'9� J����	�����������������������,�������������������	���

3.8 FURTHER READING

,
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*�8	���=����J�
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UNIT 4 WEIERSTRASS
FACTORISATION
THEOREM, ANALYTIC
CONTINUATION,
INEQUALITY THEOREM
AND FUNCTIONS

Structure
��� ����	
���	�

��� ��������	

��
 ����	���		����	�	��	����	���
��
�� ����������	���
�	��	�����	

��
�
 ���������������	�

��
�� �������	�����	��������	�

��
�� ������	���	���
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�� ������ �!!����	���	���

��� "���#��$	������	�
����� �	%��1���	����	
	!"���#��$	������	�

����
 1��%��&��!����	��������

����� �	�	
�	�#���	�����
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 ������	�����	�

��� "�	%��	�	*$���6+	����	���		,

��- 1�����#
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4.0 INTRODUCTION
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4.2.4 Runge’s Theorem
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4.3 ANALYTIC CONTINUATION
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Analytic Continuation Along a Curve
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4.3.1 Power Series Method of Analytic Continuation
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4.3.2 Schwarz Reflection Principle
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4.3.3 Monodromy Theorem and its Consequences
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Analytic Continuation Along a Curve
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4.4 HARNACK'S INEQUALITY THEOREM
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Harnack’s Principle
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4.7 KEY TERMS
3 Weierstrass factorization theorem:
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4.8 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions

�� #�	�
��
#	�	�����+
������)�����
��	�	�
�����	�2

��  ���	
�
���	��
��
�����
���������

�� #���
��
��	
�����������	
��
'�	����
)	��
��������2

�� #���
��
��	
���	������
)	��
��������2

;�  ���	
'���	+�
��	�	��

<� #��	
��	
����	�	��
��
=�����%>	���	+�
��	�	��

,� -	���	
��	
��������
������������
��
�
���������

.� #���
��
���	
�	�	�2

/� #���
��
��	
����
��
 ����)
	��	�����
�������	2

�"�  ���	
��������
��	�	��



����������	�������������
��������	��������

�������������	
���������
�������	���	���������

NOTES

����	 �	������� 
!������� 189

��� �����=
���������	
����������

��� �����
���
����������	
��������

��� ����
�	
������	
��������

Long-Answer Questions
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UNIT 5 CANONICAL PRODUCTS,
FUNCTIONS AND THEOREMS
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5.2 CANONICAL PRODUCTS
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Entire Functions without Zeros
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5.2.4 Poisson-Jensen Formula
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5.3 ORDER OF AN ENTIRE FUNCTION
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Check Your Progress

5.4 THE RANGE OF AN ANALYTIC FUNCTION
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5.4.1 The Little Picard Theorem
Theorem 5.23 (Little Picard Theorem):  f C0C

Corollary 1: C ��

f ge e� � f g
n nf g n� � �

f g

Proof of the Little Picard Theorem: f C 0 C
fn z fn

n z

nf �0�

Classical Proof:
C

1 ( 2
T i 3 T 0 H

T H �
�3 2 0 � ��

f C 0 C
�f 0� �

Uniformization of Planar Regions: � � ��
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Theorem 5.24: U ( �� �� U �

Proof: p �U U3 0
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�f U p 0 2
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f p

5.4.2 Great Picard Theorem
Theorem 5.25 (Great Picard): f U 0 C

C
p

Proof of the Great Picard Theorem: �f 2 0 � ��
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. f
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H f

f .

z

Lemma 1: fn 0 f f fn
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5.4.3 Bloch’s Theorem
Theorem 5.26 (Bloch’s Theorem): R *
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5.4.4 Schottky's Theorem
Lemma 1: �� C
����C �
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5.4.5 Montel Caratheodory Theorem
Theorem (Montel Caratheodary) 5.31: &�� '� � O� �  � ��!�� ����������%� ������

� �� ����!���

Proof:������%����  �������������(�����!�(��  %!����������D������������ ��!�� ���
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5.8 KEY TERMS
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5.9 SELF-ASSESSMENT QUESTIONS AND
EXERCISES

Short-Answer Questions
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